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Markov chain Monte Carlo

12.1 Overview

In the last chapter, we discussed a variety of approaches to estimate the most probable

set of parameters for nonlinear models. The primary rationale for these approaches is
that they circumvent the need to carry out the multi-dimensional integrals required in

a full Bayesian computation of the desired marginal posteriors. This chapter provides
an introduction to a very efficient mathematical tool to estimate the desired posterior

distributions for high-dimensional models that has been receiving a lot of attention
recently. The method is known asMarkov Chain Monte Carlo (MCMC). MCMC was

first introduced in the early 1950s by statistical physicists (N. Metropolis,
A. Rosenbluth, M. Rosenbluth, A. Teller, and E. Teller) as a method for the simulation
of simple fluids. Monte Carlo methods are now widely employed in all areas of science

and economics to simulate complex systems and to evaluate integrals in many dimen-
sions. Among all Monte Carlo methods, MCMC provides an enormous scope for

dealing with very complicated systems. In this chapter we will focus on its use in
evaluating the multi-dimensional integrals required in a Bayesian analysis of models

with many parameters.
The chapter starts with an introduction to Monte Carlo integration and exam-

ines how a Markov chain, implemented by the Metropolis–Hastings algorithm, can
be employed to concentrate samples to regions with significant probability. Next,

tempering improvements are investigated that prevent the MCMC from getting
stuck in the region of a local peak in the probability distribution. One such method
called parallel tempering is used to re-analyze the spectral line problem of Section 3.6.

We also demonstrate how to use the results of parallel tempering MCMC for model
comparison. Although MCMC methods are relatively simple to implement, in

practice, a great deal of time is expended in optimizing some of the MCMC
parameters. Section 12.8 describes one attempt at automating the selection of

these parameters. The capabilities of this automated MCMC algorithm are demon-
strated in a re-analysis of an astronomical data set used to discover an extrasolar

planet.
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interesting to compare the four different summary statistics in the case where the
Bayes factor is close to 1, as we found for the toy spectral line problem in Section 12.7,

i.e., neither model is preferred. Figure 12.22 shows a comparison of the fits obtained
using (a) theMAP, (b) the mean, (c) theMPM, and (d) the median. Both theMAP and

median summary statistic placed the model line at the actual location of the simulated
spectral line (channel 37). The MAP achieved a slightly lower RMS residual

ðRMS ¼ 0:87Þ compared to the median ðRMS ¼ 0:89Þ. The mean statistic performed
rather poorly and the MPM not much better.

The conclusion, based on the current studies, is that the median statistic provides a
robust alternative to the common MAP statistic for summarizing the posterior dis-

tribution. Unfortunately, the median was not one of the statistics considered in Fox
and Nicholls (2001).
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Figure 12.17 Panel (a) shows the raw data with error bars plotted together with the model radial
velocity curve using the MAP (maximum a posteriori) summary statistic. Panel (b) shows the
radial velocity residuals.

12.10 MCMC robust summary statistic 345



�������������

��������������������������������������������������������������������������������

�������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������������������������������

���������������������������������������������������������������������������������

��������������������������������������������������������������������������������������

�������������������������������������������������������������������������

�������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������� ��������������������������������������

�������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������������������������������

�������������������������������������������������������������������������

�������������������������������������������������������������������������������������

����������������������������������������������������������������������������������

������������������������������������������������������������������������������������

�����������������������������������������������������������������������������������

���������������������������������������������������������������������������������

��� ��� ��� ��� ��� ���

�����������������������������������

�����

�����

�����

�����

����

�����

�
�
�

� � � � �

����������������

���

���

���

���

�

���

�
�
�

� � � �� �� ��

�������������

����
���
����
���
����
���
����

�
�
�

���������������������������������������������������������������������������������������������
�������������������������������������������������������������������������������������������
�����������

��� ������������������������



100 200 300 400
K (ms–1)

K (ms–1)

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

E
cc

en
tr

ic
ity

 e

100 200 300 400 500
0

0.0025

0.005

0.0075

0.01

0.0125

0.015

P
ro

ba
bi

lit
y 

de
ns

ity
Projected

Marginal

Figure 12.19 The upper panel shows a comparison of the marginal and projected probability
density functions for the velocity amplitude,K. The lower panel illustrates the strong correlation
between K and orbital eccentricity.

0 0.5 1 1.5 2
Phase

 –40

 –20

0

20

V
el

oc
ity

 (
m

s–1
)

Figure 12.20 The figure shows the most probable orbital solution to the data residuals (for two
cycles of phase), after removing the best fitting model of the first planet.
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Figure 12.21 The four panels illustrate typical fits obtained in the extrasolar planet problem
using different choices of summary statistic to represent the MCMC parameter distributions.
They correspond to: (a) theMAP (maximum a posteriori), (b) the mean, (c) theMPM (marginal
posterior mode), and (d) the median.
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Figure 12.22 The four panels illustrate the fits obtained in the toy spectral line problem using
different choices of summary statistic to represent the MCMC parameter distributions. They
correspond to: (a) the MAP (maximum a posteriori), (b) the mean, (c) the MPM (marginal
posterior mode), and (d) the median.
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